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Resumo: O presente artigo trata do problema, levantado por um aluno durante a aula, de
determinar o tempo minimo necessdrio ao equilibrio térmico de blocos padrdo de
comprimento em um laboratorio de metrologia. Descreve o método aplicado para resolver o
problema, utilizando a lei de resfriamento de Newton e conceitos trabalhados na disciplina
de equacoes diferenciais. Na obtencdo dos dados da temperatura, foi utilizado um datalogger
com software especifico. Os dados foram exportados para o software Excel e foram
comparados as modelagens realizadas com o uso de equagoes diferenciais de primeira
ordem. Os resultados demonstraram total compatibilidade entre a modelagem matemdtica e
os dados de referéncia obtidos com o datalogger, possibilitando o uso de um método
sistemdtico para identificar o menor tempo necessdrio para o equilibrio térmico.

Palavras-chave: Bloco padrdo, Equilibrio térmico, Lei de resfriamento de Newton, Equacdes
diferenciais, Varidveis separdveis.

1. INTRODUCAO

Professores de matemadtica, em qualquer nivel de escolaridade, sdo sempre questionados
pelos estudantes quanto as aplicacdes dos contetdos trabalhados em aula. Perguntas como
“Para que serve isso?” ou “Onde posso aplicar esses conceitos?”” nem sempre sdo respondidas
de maneira satisfatoria.

Embora a matemdtica ndo deva ser ensinada apenas pelo apelo as suas aplicacdes,
situacdes realmente praticas em que o assunto que estd sendo trabalhado pode ser aplicado sdao
sempre bem vindas e agregam mais sentido ao conteddo.

Em geral, a proposicdo de aplicagdes para os conteidos tem origem na tentativa dos
professores de responder as perguntas feitas no primeiro pardgrafo. Porém, as vezes, ocorre de
um aluno trazer um problema real, isto €, um problema que ele observa em sua pratica de
trabalho e que € tratado mais na base da experiéncia e do bom senso do que em estudos
sistemaéticos.

Uma situacdo dessas ocorreu durante uma aula de equacdes diferenciais no curso de
Engenharia Mecanica do Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia Sul-Rio-
Grandense — IFSUL — Campus Sapucaia do Sul, no primeiro semestre de 2013, quando o
professor apresentava a lei de resfriamento de Newton como um problema para ser resolvido
através do método de separacdo de varidveis. Verificou-se, a partir da solu¢do da equacao
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diferencial, que a temperatura de um objeto tende a igualar-se com a temperatura do

ambiente, o que é chamado de equilibrio térmico. Matematicamente, o equilibrio térmico
somente ocorrerd no limite quando o tempo tender ao infinito. Porém, devido as limitag¢des
dos instrumentos de medigdo, observa-se que existe um instante de tempo finito a partir do
qual a temperatura do objeto pode ser considerada igual a temperatura do ambiente.

Neste momento, um aluno percebeu que a dltima observacao poderia ser aplicada em sua
rotina de trabalho e solicitou a ajuda do professor para estudar como determinar o menor
tempo a partir do qual se poderia considerar a temperatura de um bloco padrdo igual a
temperatura ambiente, dentro de uma margem de erro aceitavel.

Tal questionamento decorre de uma atividade rotineira em um laboratdrio de metrologia:
a calibracdo do desvio do comprimento central de blocos padrao. Embora seja possivel a
correcdo do efeito da dilatacdo térmica, as calibragdes sdo realizadas com os blocos a uma
temperatura mais préxima possivel de 20 °C (DOIRON & BEERS, 2005). Para garantir que
as diferencas de temperatura do bloco padrdo a ser calibrado com os padrdes de referéncia
sejam as menores possiveis, recomenda-se que os blocos repousem durante uma noite inteira
no ambiente de calibracdo (TESA, 1991), ou mesmo por até vinte e quatro horas (UKAS,
2008), como um periodo minimo para estabilizacao térmica.

O presente artigo relata o problema, levantado pelo aluno, de sistematizar a determinagdo
do tempo minimo necessario ao equilibrio térmico de blocos padrdo em um laboratério de
metrologia e sua solugdo, utilizando conceitos trabalhados na disciplina de equacdes
diferenciais.

2. A LEI DE RESFRIAMENTO DE NEWTON

A lei empirica de resfriamento de Newton descreve que a taxa segundo a qual a
temperatura de um corpo decresce € proporcional a diferencga entre a temperatura do corpo e a
temperatura do meio que o rodeia (ZILL, 2011), e pode ser descrita pela “Equacdo (1)”.

ar
= k(T - T,) (1)

onde,
dr . R . ~
—;* taxa instantanea segundo a qual a temperatura do corpo varia em rala¢do ao tempo;
T: temperatura do corpo em fun¢do do tempo;
t: tempo (t = 0);
k: constante de proporcionalidade (k > 0);
T,: temperatura do meio que rodeia o corpo, considerada constante (T >T,).
Existem varios métodos de resolugdo da “Equacdo (1)”, sendo que naquele momento da
disciplina estava-se estudando o método de separacdo de varidveis.

2.1. O método de separaciio de varidveis'

Uma equagao diferencial ordindria de primeira ordem é dita separdvel quando pode ser
expressa na forma da “Equacao (2)”.

2 = g(x) - h(y) @

' Assumiremos aqui que uma funcdo y = ¢ (x) satisfaz as condi¢des de existéncia de solucdes da equagio
diferencial.
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com h(y) ndo nulo’, podemos escrever a

Multiplicando a “Equacdo (2)” por %y),

“Equacao (3):
PO =g(x), 3)
onde, convenientemente, denotamos %y) por p(y).
Mas, se y = ¢(x) representa uma solucdo da “Equacao (2)”, temos a “Equacao (4)”.
p(¢(0))-¢'(x) = g(x) )
Integrando-se a “Equacao (4)” em relacdo a x, obtemos a “Equacao (5)”.
[p(¢()) - ¢'(x)dx = [ g(x)dx (5)
Como dy = ¢'(x)dx, entdo a “Equagio (5)” pode ser reescrita como a “Equacio (6)”.

Jp(dy = [ g(x)dx (6)
2.2. Resolucao da equacio diferencial

Utilizando o método de separacdo de varidveis para encontrar a solucdo da “Equacdo
(1)”, escrevemos a “Equacdo (7):

dr
J =y = [ ke, (7

de onde temos a “Equagao (8)”,
In(T—T,) +C, =—kt+C,, 3)

Com C; e Cysendo constantes arbitrdrias de integracdo.
Fazendo C; = C, — (4, a “Equacdo (8)” pode ser reescrita como a “Equagao (9)”.

In(T = T,) = —kt + Cs. 9)

Aplicando a fun¢do exponencial de base e (nimero de Euler) em ambos os membros da
“Equacao (9)”, obtemos a “Equacao (10)”:

T=T,+ Ce ¥, (10)

Onde C = e,

2Se h(y) = 0, entdo % = 0, implicando que y = constante é solu¢ao da equacio diferencial.
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Supondo que no instante inicial, ¢ = 0, temos a temperatura inicial, T, a solu¢do da

“Equacdo (1)” é, entdo, dada pela “Equacao (11)”.
T(t) =Ty + (To —Tg) - e™** (11)

A constante k, em algum tempo especifico, k;, pode ser calculada pela “Equacao (12)”.

_1 (To—Ta)
ke =¢ln (T(t)—m] (12)

3. O TEMPO MINIMO PARA O EQUILIBRIO TERMICO

Levando em consideracdo a “Equagdo (11)”, o bloco atingird o equilibrio térmico
somente no limite em que o tempo tender ao infinito, poislim;_. T(t) = T,. Entretanto,
podemos estipular um valor maximo para a diferenca entre T(t) e T,, estabelecendo uma
quantidade de tempo praticidvel e minimizada.

Assumindo T como a quantidade de tempo tal que T(7) — T, < # °C, com n inteiro
positivo, utilizando a “Equacdo (11)” obtemos a “Desigualdade (13)”:

To+(To—T) e KT < ——+T, (13)

Simplificando a “Desigualdade (13)” e isolando 7, obtemos a “Desigualdade (14)”:

t>2In[10™ - (Ty = T,)] (14)

Bl

Se T em horas ndao for um numero inteiro, consideramos o valor em horas de T como
sendo a préxima hora inteira. Portanto, a “Desigualdade (14)” fornece o tempo necessario

paraque T(t) — T, < # °C.

4. CONDUTIVIDADE TERMICA

Quando um bloco padrao € colocado em contato com uma superficie, calor € transferido
do corpo com temperatura mais alta para aquele com temperatura mais baixa, até que ambos
atinjam a mesma temperatura. Nesse momento, diz-se que os dois corpos atingiram o
equilibrio térmico (CENGEL, 2006). No mecanismo de condugdo, a energia térmica é
transferida diretamente por meio das interacOes entre dtomos ou moléculas de um meio
material.

Sabemos pela “Equacdo (1)” que % significa a velocidade de resfriamento do bloco e que

esta velocidade serd tanto maior quanto maior for a diferenca T — T,. Entretanto, a constante
de proporcionalidade k ¢é influenciada principalmente por dois fatores, a quantidade de area e
os valores de condutividade térmica.

A propriedade que caracteriza a habilidade de um material transferir calor é a
condutividade térmica. O calor € transportado nos materiais sélidos tanto por meio das ondas
de vibracdo da rede cristalina, fonons, quanto por elétrons livres. Num bloco padrao feito de
metal, o mecanismo eletrnico de transporte de calor € muito mais eficiente do que a
contribuicdo dada pelos fonons, enquanto em um bloco de ceramica os fonons serdo os

principais responsdveis pela condutividade térmica (CALLISTER, 2008).
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Na “Tabela 1”7 estd apresentada a condutividade térmica de alguns materiais utilizados

para fabricacao de blocos padrio.

Tabela 1 - Condutividade térmica (adaptado de MITUTOYO, 2009)

Condutividade térmica de blocos padrao (W/m-K)

Carbide Aco Silicon nitride | Ceramica
(WC-Co) | (SAE 52100) (SizNy) (ZrOy)
79,5 54,4 16,7 29

Pela “Tabela (1), € possivel visualizar que blocos metalicos sao melhores para condugao
de calor.

Para a base de apoio dos blocos quando do repouso no periodo minimo de estabilizagao
térmica, segue abaixo o “Diagrama 17, mostrando a condutividade térmica de diferentes
materiais.
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Diagrama 1 - Condutividade térmica da base de apoio (adaptado de CALLISTER, 2008)

Portanto, assim como um bloco de metal vai conduzir mais facilmente calor do que um
de ceramica, convém que quando o bloco estiver em repouso para o equilibrio térmico dentro
do ambiente de calibragdo seja utilizada uma base metalica.

5. O METODO

Para identificar o menor tempo necessdrio para o equilibrio térmico na calibra¢do de
blocos padrdo, foi estabelecido um método para se aplicar em ambientes com temperatura
estavel. O método consiste na simulacdo do recebimento do bloco de um ambiente externo ao
laboratério, com temperatura acima do valor de referéncia de 20 °C, e na medicdo da
temperatura do bloco e do tempo transcorrido apds deixar o bloco no ambiente de calibracao.
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O ambiente de calibra¢do deve estar termicamente equilibrado e dentro dos limites de

temperatura estabelecidos pelo observador. O bloco padrdo deve ser colocado em uma base
plana, com a superficie maior em contato com a base, dando preferéncia a bases feitas de
material com boa condutividade térmica. Nesse momento deve ser medida T,. Apds
transcorrer alguns poucos minutos, medir novamente a temperatura do bloco e calcular o
valor de k com a “Equagao (12)”. Utilizar a “Equacao (14)” para identificar o tempo minimo.

Recebimento do
bloco

Esperar ocorrer a
estabilizacdo
térmica

T, estavel?

Apoiar o bloco
sobre uma base

Fazer a medigao
da TO

N

Fazer a medigdo da
T(t) e calcular k,

Calcular T com
equacdo 14

Figura 1 - Representacdo esquematica do método proposto

Este método experimental € sensivel a variacdo de T,. Caso T, seja instdvel, os resultados
nao sao validos.

5.1 Valida¢ao do método

O teste foi realizado nas dependéncias do Senai Cetemp, na drea dimensional, com
19,5 <T,<20,5°C. Utilizando um datalogger de temperatura, foram registrados os valores da
temperatura do ambiente conforme “Figura 27, sendo coletados 283 pontos, 1 ponto a cada
hora, durante aproximadamente 12 dias.
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(=P scrics: Avg: Temperature-Zeiss4, °C
[+ [} Devices
&> Deployment Info
[ X Series Statistics
[ samples: 283

22 Max: 20,078

EIMin: 19,365

[ Avg: 19,953

{2 std Dev (0): 0,051

[ First Sample Time: 08/16/12 04h0min

2 Last Sample Time: 08/28/12 10h0min .
[+- 2 Filter Parameters

8.4 T T T T T T
LN 0818 08120 08n2 0824 08i28 08128

Figura 2 - Gréfico de temperatura da sala de calibragdo num intervalo de 12 dias

A temperatura média foi 19,953 °C com desvio de padrio de 0,051 °C, atendo ao
requisito de ter T, estdvel ao longo do tempo.

Para a simulagcdo do recebimento do bloco de um ambiente externo, foi utilizado um
forno de secagem de vidrarias de laboratorio, “Figura 3, para que fosse possivel controlar a
temperatura de recebimento do bloco.

Figura 3 - Forno utilizado para aquecimento controlado do bloco de teste

O forno foi regulado para 40 °C, onde o bloco foi depositado por 3 horas. O bloco
escolhido € de aco SAE 52100 com 100 mm de comprimento nominal e foi colocado com o
lado maior em contato com uma base plana, sendo colado o sensor de temperatura no lado
maior oposto ao contato com a base, conforme “Figura 4”.
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Figura 4 - Bloco de aco na base de granito com o sensor de temperatura

Apesar do conhecimento do alto valor de condutividade térmica dos metais, foi escolhida
para a base de apoio do bloco, a mesa de granito de uma mdquina de medicdo por

coordenadas.

Na obtencdo dos dados da temperatura, utilizando o datalogger de temperatura, foram
coletados aproximadamente 2300 pontos em intervalos de 10 s, com uma resolu¢do de
0,001°C. Estes dados serdo os valores de referéncia para comparagdo com os resultados
obtidos pela “Equacdo (11)”. Os pontos foram exportados para o software Excel, conforme

“Figura 5”.
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Figura 5 - Temperatura do bloco no software do datalogger e exportado para Excel

A temperatura baixou rapidamente nos primeiros instantes, e apds tendeu ao

comportamento assintético.

Utilizando a “Equag¢ao(12)”, foi calculado um valor para a constante k com os seguintes
dados: T, =35,470 °C; T, = 20,010 °C; t =300 s; T(300) =30,069 °C

1
k; In [

Tt
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Com o valor da constante k, substituindo os dados na “Equacdo (11)” foi possivel

determinaro grafico da funcdo temperatura, onde a tnica variavel independente é o tempo:

0,00143

T(t) = 20,010[°C] + 15,46[°C] - e~ 1 'L (15)

No “Diagrama2”, estdo plotadas a curva de referéncia obtida com o datalogger e a curva
gerada a partir da “Equacao (15)”.

36 )| o Referéncia

x Calculado

Temperatura (°C)

0 05 1 1,5 2 25 3 3,5 4 45 5 5,5 6 65
Tempo (h)

Diagrama?2 - Temperatura de referéncia e a curva gerada por
00143

T(t) = 20,010[°C] + 15,46[°C] - ¢~ &1 U°
Visualmente, existiu boa compatibilidade entre a curva modelada e os dados de

referéncia. O “Diagrama 3” ajuda a visualizar as diferencgas entre os valores calculados e a
curva de referéncia.
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0,20 1% « Curva das diferencas
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0,00 % ' - - ' - T o el —
0,10 ¥ “_,_==‘.=-ﬁ="-"-"='x"-" ==
g 020 =
£ -030
R 040 /
-0,50 z
-0,60 V

0 05 1 1,5 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65
Tempo (h)

Diagrama 3 - Gréfico da diferenca entre valor o calculado e a referéncia em cada ponto

Até 0,2 h a diferenca méaxima foi de |-0,22/°C. Para (0,2 <t < 0,5) h, a diferenca méxima
aumentou para até -0,68| °C. Para t > 0,5 h, a diferenca comecou a diminuir, tendendo a zero
com o passar do tempo, chegando a aproximadamente |-0,10l °C em apenas 2 h depois do
inicio. Logo, nota-se a compatibilidade da curva calculada, tendo em vista que as diferengas
sao aproximadamente menores que I-0,10] °C para todo o tempo maior que 2 h.

Apesar de apenas um tnico valor de k ser necessario para modelar a curva, foi calculado
o valor de k para cada ponto do tempo, sendo mostrado no “Diagrama 4”.

0,00160 T = Valores de k

[
0,00140 ;\
0,00120

0,00100 +———

Kk (s)

0,00080 =

0,00060 S

0,00040 = > T —

% =

!x,u,‘%

0,00020

00 05 10 1,5 20 25 30 35 40 45 50 55 60 6,5
Tempo (h)

Diagrama4 - Valores de k no tempo

Levando em consideracdo a “Equacdo (12)”, o valor de k tende a zero a medida que o
tempo aumenta, ou seja, quando T'(t) = T, . Logo, os valores de k sdo compativeis para uso

L ar . C -
no modelo matemético apenas quando - ¢ relativamente alta, isto é, a medic¢do de k, deve ser
realizada poucos minutos depois do tempo zero.
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5.2. Calculo do tempo minimo

Utilizando a “Equacdo (14)” € possivel identificar o tempo minimo para que a

temperatura do bloco fique préoxima de T,. Admitindo uma diferenca entre a temperatura do
. 1 .

bloco e a temperatura do ambiente < 0,01 °C, T(t) — T, SF , utilizando os dados

Ty, = 35,470 °C, T, = 20,010 °C e k = 0,00143 s, obtemos o seguinte valor para t:

1 1 100
T= In[10% - (T, — T,)] = 0,0[0?3 -In =il (35,470 — 20,010)[°C]| = 51355 = 1,42 h
S

Extrapolamos 7 em horas para o proximo inteiro superior, T =2 h (7200 s). Assim,

_0,00143

T(7) = T(7200[s]) = 20,010[°C] + 15,46[°C] - e 5] 7200]s]

= 20,01 °C

Contudo, a temperatura de referéncia em 2 h € de 20,136 °C. Portanto temos um erro de
aproximadamente |-0,13| °C, valor que é relativamente aceitdvel para ser utilizado em um
balanco de incerteza (JCGM, 2008), dependendo dos requisitos de incerteza do laboratério de
calibragao.

6. CONSIDERACOES FINAIS

O presente artigo apresentou uma situacao ocorrida em uma aula de equacdes diferenciais
em que um aluno levantou um problema real, advindo de sua prética de trabalho: como
determinar um tempo minimo, com boa margem de seguranga, para que blocos padrdo
atinjam o equilibrio térmico com o ambiente de um laboratério de metrologia?

Tal questionamento decorre do fato de que as recomendagdes encontradas na literatura
sobre a menor quantidade de tempo necessdria para ocorréncia do equilibrio sdo baseadas
mais na experiéncia pratica e bom senso do que em estudos sistematicos, sendo comum que
os blocos repousem no laboratério pelo periodo minimo de uma noite inteira ou mesmo por
até 24 horas.

O problema motivou ambos, aluno e professor, a desenvolverem um método
experimental para identificar a menor quantidade de tempo a ser despendida ao equilibrio
térmico, utilizando como ferramenta a lei de resfriamento de Newton e o principio da
transferéncia de energia térmica pelo mecanismo de condugao.

A lei de resfriamento de Newton € descrita por uma equacao diferencial ordindria de
primeira ordem que pode ser resolvida analiticamente pelo método de separacdo de varidveis.

Na implementagdo do método, foi utilizado como base para apoio e transferéncia de calor
pelo mecanismo de conducdo, a mesa de granito de uma madquina de medicdo por
coordenadas, sendo que uma base metdlica apresentaria tempos ainda menores. Os resultados
da validagdo do método demonstram total compatibilidade dos valores modelados com a
equacdo diferencial e os valores de referéncia obtidos com o datalogger.

O método necessita que a temperatura do ambiente seja estavel e é sensivel aos valores de

oo . ar .
k, sendo estes compativeis para uso no modelo matemadtico apenas quando s relativamente

alta. Em outras palavras, a medi¢do de k; deve ser realizada poucos minutos depois do tempo
zero. De qualquer maneira, o modelamento apresentado do fendmeno, segundo a lei de
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resfriamento de Newton, € apenas uma aproximacao da situagdo real, pois ndo se leva em

consideragdo, por exemplo, a transferéncia de calor por radiacao.

O método pode ser aplicado para outros padrdes e instrumentos da drea dimensional.
Otimizac¢des no método apresentado neste trabalho, como por exemplo, a definicio de um
intervalo de tempo ideal para o cédlculo da constante k, estdo sendo planejadas e serdo
avaliadas futuramente, podendo inclusive ser desenvolvidas como projeto de iniciacdao
cientifica.
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DIFFERENTIAL EQUATIONS AND THE CALIBRATION OF THE
GAUGE BLOCKS IN A METROLOGYLABORATORY

Abstract: This present article deals of the problem, raised by a student during class, of
determining the minimum time required to thermal equilibrium of length gauge block in a
metrology laboratory. Describes the method applied to solve the problem, using Newton's law
of cooling and his solution, from concepts used in the discipline of differential equations. To
obtain the temperature data, we used a datalogger with specific software. Data were exported
to Excel software, and compared the modeling performed with the use of differential
equations of first order. The results showed full compatibility between the mathematical
model and the reference data obtained with the datalogger, enabling the use of a systematic
method to identify the minimum time required for the thermal equilibrium.

Key words: Gauge blocks, Thermal equilibrium, Newton’s Law of Cooling, Differential
equations, Separable variables.
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