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Resumo: Este artigo trata sobre a criacdo de um programa visando o auxilio do ensino
da Equacéo de Laplace em cursos de Ensino Superior no IFMA, principalmente em aulas
da disciplina de Eletromagnetismo. Tal ferramenta foi construida e realizada tendo como
base um método numérico de discretizacdo chamado Método dos Elementos Finitos
(MEF) e a utilizacao de um software compilador como ambiente de programacéo. Para
este fim, foi desenvolvido um programa usando o MEF bidimensional em coordenadas
cartesianas com exibicdo dos resultados em forma de vetor ou de gréaficos. O programa
resultante deve ser usado como ferramenta didatica disponibilizada pelo professor
orientador para a comunidade do IFMA.

Palavras-chave: Equacao de Laplace, Método dos elementos finitos, Eletromagnetismo.

1. INTRODUCAO

Na disciplina de Eletromagnetismo, o aluno tem, por muitas vezes, seu entendimento
comprometido devido a critérios de abstracdo, inerentes da fisica envolvida e da analise
vetorial necessaria. Com o objetivo de suprir esta deficiéncia, tornaram-se objetos
relevantes de estudo algumas ferramentas computacionais associadas a recursos de
multimidia (laboratoérios virtuais), capazes de facilitar a visualizacdo desses e outros
fendmenos ou conceitos no auxilio didatico as disciplinas como eletromagnetismo,
micro-ondas, Optica e antenas em cursos de Engenharia Elétrica.

A vantagem dos laboratorios virtuais é a possibilidade da simulagio e a animacéo de
fenbmenos fisicos e/ou ferramentas matematicas, apresentando-se, assim, como mais um
recurso didatico complementar de apoio as aulas presenciais. Para o ensino de engenharia,
estes recursos surgiram em decorréncia dos avangos computacionais (hardware e
software), bem como o desenvolvimento de métodos numéricos, por exemplo Diferengas
Finitas, Método dos Momentos e Método dos Elementos Finitos (MEF).

Visando uma melhor compreensdo dos fendmenos relacionados a Equacao de
Laplace, neste trabalho é proposta a construgdo de uma ferramenta computacional para
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auxilio no ensino da mesma em disciplinas correlatas ao eletromagnetismo, utilizando um
programa que enfatiza o uso e aprendizado de conceitos da Equacdo de Laplace
bidimensional.

Projeto feito por alunos do 5° e 6° periodo de Engenharia Elétrica Industrial do
Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia do Maranhdo (IFMA) financiados
pelo Programa de Bolsas de Produtividade Cientifica e pelo PIBIC, ambos do préprio
instituto, sendo o dltimo em conjunto com a Fundacdo de Amparo a Pesquisa e
Desenvolvimento Cientifico do Maranhdo (FAPEMA).

2. METODOLOGIA DE DESENVOLVIMENTO

A metodologia para o desenvolvimento do programa foi dividida em duas partes: o
Desenvolvimento Tedrico e o Desenvolvimento Préatico.

2.1. Desenvolvimento tedrico

O Meétodo dos Elementos Finitos (MEF) é um método numérico de discretizacéo de
um modelo matematico continuo, que particiona o dominio da figura geométrica original
em subdominios mutuamente exclusivos, aos quais sdo chamados de “Elementos” (Figura
1). Cada Elemento é definido pela ligagdo dos NGs, que sdo pontos pertencentes ao
dominio (NOBREGA, 2004). Exemplo mostrado na Figura 2.

O MEF consiste em calcular e somar a contribui¢do de cada Elemento a uma dada
propriedade fisica associada & figura geométrica (temperatura, potencial elétrico,
momento fletor etc.) aplicada em cada no, ou seja, pode-se aproximar o resultado total de
uma propriedade pelo somatério do valor calculado em cada Elemento.

£ €,
{2 2,

NEL
Q =21Qi
=

Figura 1- Particionamento do dominio da figura geométrica em Elementos.
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Figura 2- Estrutura geométrica particionada em Elementos (cada um dos triangulos, numerados em verde)
e Nos (nos vértices dos triangulos, numerados em preto)

Para 0 uso do Método dos Elementos Finitos (MEF), deve-se obter uma equagdo
diferencial para a geometria selecionada semelhante & equagéo

Lo =f, 1)

onde L é um operador diferencial, @ o campo e f a fonte.
Para o desenvolvimento da equacdo de Laplace, tomemos como exemplo uma
superficie bidimensional, aplicando valores de potenciais elétricos apenas nas bordas.
Na equacéo de Laplace, temos que

VvV =0, )

onde V é um vetor contendo os valores do potencial elétrico nos nés e V2 é o Laplaciano
(operador Nabla ao quadrado) (HAYT & BUCK, 2010). Comparando a equacéo (1) e a
equacéo (2), pode-se estabelecer uma relacéo entre L e V2 e também entre @ e V.
Na forma cartesiana, a equagéo (2) se traduz
9%v . 9%v | 9%v

2 — —
=24+224+%2 " =0.
VeV 0x2  0y?  9z2 0

L . . o%v ~
Como se trata de uma superficie bidimensional, considera-se e 0, entdo

9? a%v
VZV:ﬁ*‘a—:O. (3)

x 2
Em seguida, dando inicio ao processo de discretizacdo do MEF, pode-se entdo

escrever o potencial, nossa incognita a priori, como funcao das coordenadas x e y. Para
cada elemento da malha, temos que

V(x,y) ={Nx )} - {v}, (4)

com {N}T sendo um vetor linha em funcéo de x e y e {v} a varidvel do problema.
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Aplicando a equacgéo (4) em (3), tem-se que

aZ T
{N} { }

©)

O proximo passo do MEF consiste em definir a formulacdo integral equivalente,
aplicando produto escalar em ambos os lados da equacdo (5) da fungdo peso W, ou seja

Jo W.Leda = [, W.fda, (6)

sendo W a funcéo peso e Q o dominio espacial. Aplicando a equacdo (6) na equacao (5),
tem-se que

Jw- (0 oy +

)dxdy = [ W.0dx dy, ou seja

[ffWa{N} dx dy +ffW {} dxdy] {v}=0. (7

No MEF, segundo o Método de Garlekin (SHABBIR et al, 2012), W= transposto,
entdo W= {N} e a equacdo (7) tornar-se-a

([N 2 dx dy + [FINyEEE dxdy) - {0} = {0}, ®)

sendo {N} um vetor coluna dependente de x e y e {0} um vetor de zeros.
Analisando a primeira parcela da equagéo (8), pode-se fazer a operacéo de integragdo
por partes. Entdo

02 {N} ofNT .~ a{N} aN)T
f{N} dx = {N}—ax _f?.—ax dx . 9)

Analogamente na 22 parcela,

9? 7] 7] a{NyT
SN 0 gy =y o 0 (10)

T
Como na equacéo (9) (e na sua parte analoga, na equacéo (10) ), {N} % representa

nds de contorno, cujos valores ja sdo definidos, entdo podem ser considerados nulos.
Logo, a equacdo (8) pode ser reescrita

( ff a{N} 6{N} dxdy ﬂ%}.%dmy)-{v}:{o}. (11)

Usando a equagéo (11) na notacdo discreta (pois softwares trabalham com valores
discretos), temos:

1 (= [NgeNL1 = [NyeNE]) - {v} = 2{0}, (12)
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sendo ne o nimero de elementos presentes na malha. Por fim, no algoritmo fora criada a
matriz [A], onde [A] = ¥.(—[Ny N1 — [N,e Ny ]). Entdo se chega & equacéo final:

[A] - {v} ={0}. (13)

No programa, a varidvel {v} se divide em duas partes: a parte com os valores ji
definidos pelas condigdes de contorno {¥'} e a parte com 0s valores indefinidos (chamada
aqui de {Z}). Ou seja,

{v}={v}+{&}. (14)
Aplicando a equacgéo (14) na equagéo (13), temos que
(Al - (¥} +{g}) = {0} . (15)

Aplicando a propriedade distributiva da multiplicacdo escalar, temos que [A] - {¥} +
[4]-{z} = {0}, e entdo

[A]-{g} = —[A] - {¥} . (16)

Chamando —[A] - {¥} de b, entdo o célculo efetuado pelo programa para descobrir
os valores desconhecidos do potencial elétrico é

{E}=1A1""b . A7)
Ap0s esse passo, retorna-se a equacao (14) para, entdo, guardar os valores de {v}
2.2. Desenvolvimento pratico

O desenvolvimento e a operagéo do programa se resumem no fluxograma da Figura

Geradores de
Malha

!

Cadigo do
MEF

!

Visualizacdo
dos Resultados

Figura 3: Resumo do Desenvolvimento pratico
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No primeiro passo, em um programa gerador de malha (como GiD, GMSH, Amtec),
a geometria do problema é reproduzida. So aplicadas as condi¢Oes de contorno e gerada
a malha com os nds e elementos. Programa-se o software para exportar trés arquivos de
dados: o primeiro contendo as coordenadas dos nds da estrutura, o segundo indicando a
conectividade entre os nos de cada elemento e por Gltimo um arquivo notificando as
condicBes de contorno nos nds apropriados.

Os dados exportados serdo analisados pelo programa do MEF no compilador, que
consiste em: ler todos os dados citados; montar as chamadas “matrizes elementares”, que
fardo a conversdo dos operadores diferenciais do modelo em uma serie de contribuicdes
individuais, ou seja, atribuir a contribuicéo de cada elemento da malha para o resultado
final; somar todas as contribuicfes das matrizes elementares, para montar a “matriz
global” do sistema matricial (chamada de [A] no desenvolvimento tedrico); e, finalmente,
resolver o problema em questdo, guardando os valores da variavel {v}.

Uma vez resolvido o sistema, o Gltimo passo consiste em retomar os resultados
numéricos e resgaté-los através da visualizagdo das incognitas, dos graficos relacionando
os valores e a coordenadas dos n6s ou manipulagdo dos resultados para conseguir alguns
outros parametros inerentes e particulares.

3. DISCUSSOES E IMPLEMENTAGCOES

Muitas implementacfes e melhorias foram feitas ao programa durante seu
desenvolvimento. Ao longo do projeto, entraram em discussdo as melhores técnicas de
programagéo a serem utilizadas, formas da visualizacdo dos resultados e extensdes do
atual programa para célculo de outras grandezas fisicas presentes nos estudos de
eletromagnetismo.

Ao tratar sobre a visualizagdo dos resultados, houve uma pesquisa sobre a melhor
forma de representacéo, pois ela tinha que ter visualizagdo simples, de facil entendimento
em sala de aula e uso dos alunos, mas também tinha que ser completa para dar todas
informagBes necessarias. Optou-se, entdo, pelo uso de gréaficos cartesianos, tendo como
pardmetros as coordenadas dos nos e a propria variavel {v}. Nesses gréficos, o dominio
espacial é dado pelos eixos x e y e o resultado da variavel do problema é dado no eixo z.
Também se faz uso de marcadores coloridos

Sobre as técnicas de programacdo, este projeto se diferencia da didatica encontrada
em livros e outros trabalhos que abordam o MEF em programagéo. De fato, ele faz o
processo de construgdo de [A] sem a utilizagdo de loops, mas utilizando técnicas de
vetorizagdo, o que melhora, e muito, a velocidade e o desempenho do processamento do
algoritmo. A técnica de vetorizacdo consiste em substituir os loops (lagos) condicionais
que seriam feitos pelo algoritmo original por alocacdo de vetores para serem trabalhados
como se fossem uma unica matriz (RAHMAN & VALDMAN, 2011). A diferenciacdo
entre as duas técnicas esta presente na Figura 12 (no anexo desse artigo) em forma de
fluxograma e a comparagao entre os desempenhos de ambas esta presente na Tabela 1.

Sobre a extensdes que poderiam ser feitas ao programa, sabe-se que no
eletromagnetismo, ao termos o potencial elétrico, hé a possibilidade de calcular diversos
outros parametros. Nas figuras 9 e 10 (mais adiante), estdo o exemplo de uma dessas
extensdes, criadas para calcular o campo elétrico criado pela diferenga de potencial sobre
a figura, pois

E=-VV, (18)
onde E é o campo elétrico.
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4. RESULTADOS

4.1. Exemplo

Para explicar o funcionamento do programa nas suas respectivas etapas e mostrar 0s
graficos resultantes, usa-se como exemplo a geometria apresentada na Figura 4, tendo a
sua superficie o espago em branco contido entre os dois circulos. As condigdes de
contorno foram definidas como 0V no circulo verde e 10V no circulo amarelo.

Figura 4: Geometria utilizada como exemplo.

Na figura 5 encontra-se a mesma superficie geométrica, s6 que agora particionada
em nos e elementos em um programa gerador de malhas.

ATy
PR
RVAVAVAR

BRI L0 AR
BT 7 k%4 < LA
K vy Vv k]
Fora e N Ry (s i
b \AASINA
A e
g AV S Ry
R AT 2
e S
L AVAVAV AN

VYN,
T
el

<]
g

)

s

Figura 5: Geometria particionada em nos e elementos criada no programa gerador de malhas.

Ap0s esta etapa, exportam-se 0s dados para 0 programa no compilador e 14 ocorre a
definicdo da variavel {v}. Gréficos sdo criados a partir de ferramentas dos proprios
compiladores, como mostrados nas Figuras 6 e 7.

Para obter maior precisdo de dados, basta aumentar o numero de nos
(consequentemente, o nimero de elementos aumentara também) no programa gerador de
malhas. A Figura 8 ilustra o uso de maior numero de nés.

Nas figuras 9 e 10 estéo os resultados da extensdo do programa original, criadas para
plotar a acdo do campo elétrico na geometria utilizada.
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Figura 6: Grafico em duas dimensdes do potencial da geometria do exemplo. As cores indicam o valor do potencial
elétrico (V) naquele ponto.
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Figura 7: Gréafico em trés dimensGes do potencial do exemplo. As cores € 0 eixo vertical indicam o valor do
potencial elétrico (V) naquele ponto.
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Figura 8: Gréafico em trés dimensGes da geometria do exemplo com maior precisao de dados. As cores e 0 eixo
vertical indicam o valor do potencial elétrico (V) naquele ponto.
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Figura 9: Gréfico do campo elétrico na direcdo x, feita numa extenséo do programa original. As cores € 0 eixo
vertical indicam o valor do campo elétrico (E) naquele ponto.
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Figura 10: Grafico do campo elétrico na direcéo v, feita numa extensdo do programa original. As cores e 0 eixo
vertical indicam o valor do campo elétrico (E) naquele ponto.

4.2. Tempo de execucdo do programa e comparacdo entre técnicas de

programacéao.

A Tabela 1 contém o tempo de execucdo dos programas usando as duas técnicas de
programacdo (com loops e sem loops). Na primeira coluna temos 0s nimeros de nos
criados pela malha. Na segunda e terceira colunas estdo presentes respectivamente os
valores de tempo de execucdo dos programas usando as técnicas sem loop e com loop.
Na quarta coluna, esté& presente a razdo entre o tempo com loop e o tempo sem loop.

Analisando os resultados dessa quarta coluna em conjunto com o gréafico presente na
Figura 11, percebe-se que o tempo de execucdo do programa sem loop é, em média, 2,6
vezes mais rapido que o programa com loop, o0 que representa um bom ganho
computacional para uma malha razoavel (quase dois milhGes de pontos) para varios tipos
de problemas de geometria bidimensional.

Tabela 1: Contagem dos tempos de execucdo do programa e a comparagéo entre a programagao com loop e
sem loop (Elementos lineares).

N° de nés

Tempo sem loop [s]

Tempo com loop [s]

tIoop /tsemloop

221

0,020

0,033

1,663
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455 0,031 0,059 1,936
495 0,035 0,090 2,525
704 0,045 0,250 5,566
1.193 0,084 0,122 1,460
2.398 0,087 0,200 2,307
3.215 0,102 0,272 2,654
3.994 0,151 0,324 2,141
9.586 0,265 0,730 2,753
9.677 0,263 0,738 2,806
16.655 0,480 1,263 2,633
22.005 0,566 1,665 2,943
49.292 1,360 3,817 2,807
99.508 2,917 7,695 2,638
201.601 5,985 15,885 2,654
419.093 13,750 33,337 2,425
876.682 28,531 71,364 2,501
971.448 32,885 83,829 2,549
1.081.843 36,860 99,554 2,701
1.210.588 41,175 107,161 2,603
1.554.142 55,865 143,670 2,572
1.788.404 65,283 163,417 2,503
Tempo de execucdo do programa
160 M
140
@ 120
o 100
S 80
w60
" 40 H {
2 S—r 1 | |
WS M O WS O~ WM AN O M AN 0 Moo NS
S¥IRIBISGEc8SIBII IR T
Ao nossgddeIdALCEa RS
N < 0o o 1~
D T I |

NUMERO DE NOS

mSem Loop mCom loop

Figura 11: Gréfico dos tempos de execucéo do programa. As barras azuis representam o programa com loop e as

5. CONCLUSOES

vermelhas representam o programa sem loop

Neste trabalho, fora expressada a intencéo de criar uma ferramenta computacional a
fim de melhorar o aprendizado da Equagdo de Laplace, no intuito de suprir a deficiéncia
que muitos alunos possuem em absorver 0s seus conceitos. Para atingir esse o objetivo,
se fez uso de um programa desenvolvido usando a técnica numérica chamada Método dos
Elementos Finitos. Apds sua execugdo, o programa exibe os resultados na forma de
gréficos, ajudando o aluno na visualizagéo do problema em questéo. Além disso, também
foi mostrada uma nova abordagem de programacé@o do MEF, aqui vetorizada, que torna

10



Educacao na Era do Conhecimento TSR P P XL Congresso Brasileiro
. de Educacio em Engenharia

GRAMADO " RS

0 programa muito mais agil e de mais facil compreensdo para os alunos, otimizando o uso
de memoria RAM do computador.

Apos discussdes e melhorias, revisada a teoria e dada a analise dos resultados,
finaliza-se este artigo com a concluséo de que o objetivo de criar o programa foi alcangado
e que logo serd utilizado em aulas sobre a Equacdo de Laplace no Instituto Federal do
Maranh&o.
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DEVELOPMENT OF A TOOL FOR ASSISTENCE OF TEACHING
THE LAPLACE EQUATION USING FINITE ELEMENTS
METHOD

Abstract: This document presents the development of a tool software for assistance of
teaching the Laplace Equation in Electromagnetism classes at Instituto Federal do
Maranhgo. The software was created based on a numerical discretizing technique called
Finite Elements Method and a compiler software as a programming environment. To
reach this goal, the developed program was made using the two-dimensional Finite
Elements Method applied to Cartesian system. The software must be used as didactic tool
and given to the IFMA community.

Keywords: Laplace Equation, Finite Elements Method, Electromagnetism.
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ANEXO

Comparacdo das duas técnicas de programacao utilizadas

Olmo
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GERADOR DE MALHAS
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CAPTA
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CALCULAR AREA DO
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CRIACAD DAS MATRIZES DE CONTRIBUICAD DE
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Verifique Equagdo (12)
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Figura 12: Fluxogramas da sequéncia de agdes dos algoritmos do programa. O primeiro fluxograma, com detalhes
azuis, se refere a técnica tradicional com loops. O Segundo, com detalhes em vermelho, se refere a técnica vetorizada.
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