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Resumo: O principal objetivo deste trabalho consiste em consolidar os conteddos
matematicos presentes no ensino técnico integrado de nivel médio, inter-relacionando-
0s com 0s contetidos presente no ensino superior, bem como a aplicacdo destes
conceitos e/ou conteudos na resolucé@o de situacdes praticas que surgem na analise de
sinais (continuos e periodicos) visando a conexao entre teoria e pratica.
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1. INTRODUCAO

Nos ultimos anos, o Brasil vem apresentando notavel crescimento de seu parque
industrial. Este grande desenvolvimento tecnologico resultou em relevantes
contribuicdes para o pais e também o projetou no mercado internacional; exemplos de
atividades que contribuiram neste sentido estdo a exploracdo do petroleo e a producédo
de biocombustiveis. Nestes exemplos, pode-se notar a capacidade da engenharia de
transformar o conhecimento das ciéncias basicas em produtos de alta tecnologia que
melhoram a qualidade de vida da populagéo e alavancam o desenvolvimento econémico
do pais, por meio de projetos que envolvam areas distintas do conhecimento e integram
as ciéncias basicas com aplicacdes (BRESSAN & MODOLO, 2011, p. 02). As
universidades cabe o papel da formacdo de engenheiros munidos de uma sélida
qualificacdo com a competéncia necessaria para o desenvolvimento dos projetos
tecnoldgicos demandados pelas empresas.

Apesar da necessidade de qualificacdo e de competéncia dos recém-formados, o
Brasil convive hoje com uma quantidade muito grande de profissionais que néo
preenchem as vagas do mercado de trabalho por falta de qualificagdo e com uma grande
quantidade de estudantes que ndo concluiram os cursos de Engenharia. Muitas
pesquisas apontam causas e indices de evasdo da graduacdo (LOPES, 1999; MELLO,
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2000; TOFOLI et al, 2005; DENOTI, 2005; BELTRAO & IGLIORI, 2010, ARAUJO

et al, 2007).

Com o objetivo de incentivar alunos de ensino médio/técnico a ingressarem nos
cursos de Engenharia, este trabalho executa a articulacdo entre a teoria matematica, em
especial os conceitos de Série de Fourier e Transformada de Fourier, e aplicacGes reais
simples, de pequeno porte, como Analise de Sinais Periddicos. Para isso, propde-se
estudar, juntamente com os alunos, o detalhamento analitico da solu¢do de problemas
relacionados a estes temas, estabelecendo a relacdo entre as disciplinas tedricas basicas
de Matemadtica, lecionadas nas séries iniciais do ensino médio/técnico e nos cursos de
Engenharia, e as disciplinas especificas, despertando o interesse pela carreira do
engenheiro e pela pesquisa cientifica, além de preencher esta lacuna temporal existente
nas grades curriculares. Isto proporciona uma base matematica solida a qual favorece o
éxito na aprendizagem dos contetidos especificos dos cursos de engenharia formando
um profissional ainda mais completo, que domina ndo sé a parte técnica de sua
profissdo, mas vai além, dominando também os fundamentos tedricos na qual ela se
estabelece.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: sdo revisados de maneira sucinta
0S requisitos necessarios ao estudo de sinais; tais como o conceito de fungédo, funcao
periddica, funcbes continuas, aléem das sequéncias infinitas e as primeiras nocdes de
convergéncia, que servem de base para o estudo das séries numericas. A partir dos
conceitos sobre as séries numericas as Séries de Fourier podem ser fundamentas.

2. MATERIAIS E METODOS

A execucdo deste trabalho estd em andamento e envolve alunos do curso técnico
em Eletrotécnica, mais especificamente, da Universidade Tecnoldgica Federal do
Parand (UTFPR) campus Cornélio Procdpio, onde estdo sendo desenvolvidas as
atividades aqui propostas. Com alunos ingressantes em 2011, as articulacbes entre a
teoria matematica e as aplicacfes sdo feitas entre 0s seguintes conceitos: Sequéncias e
Séries de Fourier, direcionadas para a introducdo do conceito de Sinais periodicos.

Os alunos do ensino medio/técnico em Eletrotécnica, com este trabalho, tém
oportunidade de estudar algumas importantes aplicacdes da Matematica na Engenharia,
articulando a teoria das Sequéncias e Séries com a introducédo a analise de sinais.

A andlise de sinais e sistemas de controle constituem tépicos importantes e muito
estudados na Engenharia Elétrica. Um sinal € um conjunto de dados ou informacdes que
se mostra presente de varias formas, como um sinal de telefone ou de televisao (fungédo
da variavel independente tempo), uma carga elétrica distribuida sobre um corpo (o sinal
é a densidade de carga, uma funcdo do espaco), sinais de fala ou de comunicacédo pela
internet e também sinais que podem assumir a forma de imagens Gpticas ou de radares.

2.1. Como Apresentar o Conceito de Sinal

Formalmente, um sinal pode ser definido e apresentado aos alunos como uma
funcdo de uma ou mais variaveis, a qual transmite informacGes sobre a natureza de um
fendmeno fisico (HAYKIN &VEEN, 2001, p. 22). Ha sempre um sistema associado a
geragdo de cada sinal e um associado a extracdo da informacdo de um sinal. Em outras
palavras, os sinais podem ser processados por sistemas (LATHI, 2007, p.75). Portanto,
como define Haykin e Veen (2001), um sistema é uma entidade que manipula um ou
mais sinais (entradas) para realizar uma funcdo, produzindo, assim, novos sinais
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(saidas). Séao varias as aplicacOes, dentre elas, os sistemas de comunicagdo, 0s sistemas

de controle e 0 processamento de sinais analogicos e digitais.
As transformadas sdo amplamente utilizadas na representacdo dos sinais. Um sinal
periddico é uma fungdo x(t), por exemplo, que satisfaz a Equacéao (1)

X(t) = x(t+T) (1)

para todo t, em que T é uma constante positiva, pode ser representado por uma série de
Fourier, enquanto que sinais ndo periddicos sdo representados pela Transformada de
Fourier (FIGUEIREDO, 1986 e KAPLAN, 1972). A Transformada de Laplace, cujo
conceito pode ser estudado em Boyce e DiPrima (2010), Zill e Cullen (2001) e Oliveira
e Tygel (2005), fornece uma caracterizagdo mais ampla dos sistemas e suas interacoes
com sinais, pois pode ser usada para analisar problemas de tempo continuo envolvendo
sinais ndo absolutamente integraveis, como a resposta ao impulso de um sistema
instavel; o que ndo seria possivel com os métodos de Fourier. Assim, a Transformada de
Laplace representa sinais usando exponenciais complexas em tempo continuo (a
Transformada Z o faz em tempo discreto).

A articulacdo entre a teoria das séries e transformadas de Fourier e suas
aplicacGes como, por exemplo, na analise de Sinais, estimula estes alunos a ingressarem
na Engenharia e a cumprirem as séries iniciais do curso, geralmente teoéricas e com
disciplinas fundamentadas na Matematica e na Fisica.

Tal articulacdo pode ser observada na Figura 1, ao representar um sistema de
tempo continuo, por exemplo, um circuito RC com entrada x(t) e saida y(t),

x(t)

Figura 1 — Circuito RC

por uma equacao diferencial ordinaria de primeira ordem como dada em (2)

dy(t) _
RC———=+ y(t) = x(¢). 2)

Considerando um circuito RC em que se deseja determinar a saida y(t) no
dominio de frequéncia em resposta a entrada de onda quadrada x(t) = x(t + 2L) dada
por

x(t) = o 3)
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a representacdo em Serie de Fourier para (3) constitui um dos métodos frequentemente

empregados para atingir este objetivo.

O estudo de Séries de Fourier teve origem com Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-
1830), originalmente para tratar das questdes relacionadas a conducdo do calor, e é
extensivamente usada no tratamento e na analise de sinais.

Fourier afirmou que qualquer funcdo f = f(x) definida entre -7 e +m pode ser
representada como por uma série trigonométrica como a Equagdo (4) (GARBI, 2009).

[ee)

(A4, cosnx + B, sinnx). (4)

n=0

Tal série é conhecida como Série de Fourier e, como é sabido atualmente, em
versao moderna, a representacao de uma funcdo em Série de Fourier é garantida apenas
para um conjunto definido de fungdes como sera visto na Secéao 2.4.

Ao representar um sinal por meio de Séries de Fourier, 0s estudantes se deparam
com uma confluéncia de conceitos, contetdos e técnicas matematicas, geralmente tidas
como pré-requisitos, que quando ndo assimiladas por aqueles tornam a aprendizagem
deste tema uma tarefa ardua. A proposta apresentada consiste levar aos estudantes,
ainda em nivel medio, estes pré-requisitos, de modo a desenvolvé-los com profundidade
e rigor oferecendo condi¢es mais favoraveis a aprendizagem.

Destaca-se, em ambito tedrico, o estudo de Sequéncias e Séries Numéricas, as
nocbes de convergéncia, o desenvolvimento em Séries de Fungdes como elementos
essenciais ao estudo da representacéo de sinais. No desenvolvimento de tais topicos, o
uso das tecnologias de informacdo e comunicdo sdo de extrema importancia para uma
abordagem deste assunto. Neste sentido, softwares como Maple, MatLab e GeoGebra,
tornam-se valiosos aliados na construcdo de conceitos essenciais, quando a teoria
necessaria se torna demasiado avancada para o nivel que se deseja atingir.

2.2. Sequéncias Infinitas

Nesta secdo sdo desenvolvidas nocdes basicas de sequéncias numéricas essenciais
ao estudo das séries numéricas e consequentemente das Seéries de Fourier.

Uma sequéncia de ndmeros reais € uma funcdo x definida no conjunto
N ={1,2,3,...} do nimeros naturais e tomando valores no conjunto R dos ndmeros
reais, em simbolos escreve-se a Equacao (5)

x: N->R . (5)
n - x(n)

O valor x(n), para todo n € N, serd representado por x,, e chamado por n-ésimo
termo da sequéncia. Aqui, a notacdo (xq, x5, ..., Xy, ... ), OU (X,)nen, OU Simplesmente
(x,), indica a sequéncia x.

Diz-se que uma sequéncia o numero real a é limite da sequéncia (x,,), se para todo
€ > 0, existe ny € N, tal que se n > n, tem-se |x,, — al < . Neste caso escreve-se

a = lim x,

n—-oo
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e diz-se (x,) converge para a. Em vias gerais, dizer que uma sequéncia converge para

uma valor a, significa dizer que para valores muito grandes de n, 0s nimeros x,,
aproximam-se de a.
Como exemplo, dado r € R, com |r| < 1, tem-se que

lim r™ =

n—-oo

In

De fato, dado € > 0, basta tomar n, > ﬁ Assim paran > n, tem-se:

In s

In |r|

n> =>nln|rl|>lne =2 In|r*| >Ine¢,

logo |r™| < €, e portanto

lim r™* = 0.
n—-0o

O estudo de sequéncia é de relevante importancia, uma vez que os coeficientes da
Série de Fourier sdo dados por meio deste conceito.

2.3.Séries Numéricas

Dado uma sequéncia (a,,) de nimeros reais, a partir dela é formada uma nova sequéncia
(s,,), definida pela Equag&o (6).

Sl=a1
52:a1+ az

: (6)
Sp,=a;+ a, +--+a,
Esta é chamada de sequéncia das somas parciais ou sequéncia das reduzidas da serie

Y. a,. A parcela a,, € chamada de termo geral da série. (LIMA, 2012).
Diz-se que a série Y, a,, € convergente se existir s € R, tal que

s= lim s, = lim (a; + a, + -+ a,),
n-+oo n—-+oo

e neste caso s é chamado a soma da série, e escreve-se como a Equacéo (7).
+ oo

S=Zan=a1+a2+-~-+an+-~. @)

n=1

Caso a sequéncia das reduzidas ndo seja convergente, que a série Y, a, € dita
divergente.
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Como exemplo, é apresentada a convergéncia da série geométrica dada pela

Equacdo (8)

+o00
Zrn=r+r2+---+r"+--- (8)

n=1

onde |r| < 1. A sequéncia das reduzidas (s,),cy € dadapors, =r +r2 +---+ 71", ou
equivalentemente,
(i=7)
SET\T )

0 que implica

y y (1 - r") r
ims, = limr = :
n—-oo n n—oo 1-—r 1—r
Ou seja, a serie geométrica da Equacéo (8) é convergente e sua soma é dada por
+00
2" =T
r= .
1—-r
n=1
Observe que para cada valor de x, com |x| < 1, esta associado 0 nimero i que €

a soma da serie (8); ou seja, a convergéncia de (8) define uma funcdo f:(—1,1) » R
dada por f(x) = :—x isto 6,

+ o0
X

f(x)=mszn=x+x2+---+x"+---. 9)

n=1

Por outro lado, tem-se o fato que a fungdo f(x) = :—x pode ser escrita como uma
série infinita conforme Equacdo (9). Séries como estas sdo chamadas de séries de
poténcias e sdo caracterizadas pela soma de infinitos termos na forma de poténcia.

Numa ambito mais geral, uma série de poténcia é uma série como a Equacéo (10).
P an(x—x)" =ag + a;(x —xp) + ay(x —x9)? + -+ a,(x —xy)" + -+ (10)

onde a,, € R e x, € uma real fixo. O conjunto de valores de x € R para 0s quais a série
(10) é convergente, é chamado de intervalo de convergéncia da série, dado por
|x — xo| < p, onde p > 0 é chamado de raio de convergéncia da série (9). Prova-se que
se uma dada fungdo f:1 — R, € continua em I, e além disso, f possui todas derivadas
de todas as ordens continuas em I, entdo f pode ser representada como uma série de

poténcias
+o0

flx) = Z a,(x —x)" =ag+a,(x —xg) + ay(x — x)? + -+ ap(x — xx)™ + -+,
n=0
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onde

n

f(n) ()

n!

para x € |x, — p,xo + p[ < I. Tal representacdo € conhecida também como Série de
Taylor.

De modo semelhante, a proxima se¢do mostra como escrever uma dada fungédo f,
em série de fungBes trigonométricas inves de séries de fungdes polinomiais.

2.4, Séries de Fourier

Na secdo anterior, a Equacdo (9) mostrou que uma funcdo pode ser representada
como um polindmio infinito. Nesta secdo, o interesse concentra-se em representar uma
dada funcdo f como uma soma infinita de fungbes seno e cosseno.

Uma dada funcdo f:R — R, 2L-periddica, admite representacdo em Série de
Fourier se f pode ser expressada como a Equacéo (11)

fx) = %+Z 1(an cosnLﬂ+ b, sinnLﬂ). (11)
n=

Supondo que f possa ser representada da forma (11), o proximo passo é determinar
aos valores de a,, a,, € b,,, que sd@o chamados de coeficientes de Fourier.

Integrando a Equagdo (11) em [- L, L], tem-se

1 L
a, = —f f(x) dx.
L -L
Agora multiplicando a Equacéo (11) por cos% e integrando em [- L, L], obtém-
se:

1t mmx
amzzf f(x) cos T dx, VmEN,
-L

e de modo analogo, multiplicando a Equacédo (11) por sin% e integrando em [— L,L],
obtém-se:

1 (- . mnx
bm:_f f(x)sin dx, VYmE€N.
L), L

Embora se possa obter uma série de termos trigonométricos a partir de uma dada
fungdo f, nada se pode dizer se esta série converge para a funcdo f. O préximo
resultado, cuja prova pode ser encontrada em Figueiredo (1986), oferece condigdes
suficientes a respeito da convergéncia de uma Série de Fourier associada a uma funcgao

f.
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Teorema: Seja f: R — R uma funcdo seccionalmente diferencidvel e de periodo 2L.
Entdo a série de Fourier da funcdo f, converge em cada ponto x, para

S[FGM) + f], isto’é,

[f&)+ f(x)] G .
2 2

nmx . nmx
(an cos—— + b, sin T) ,

NgE

n=1

onde f(x*) e f(x~) denotam, respectivamente, os limites laterais de f a direita e a
esquerda direita do ponto x.

Observe que, ao contrario do que ocorre com as séries de poténcias, cuja
convergéncia é garantida apenas para pontos pertencentes ao intervalo de convergéncia,
isto é, a convergéncia é local, a série de Fourier converge para todo ponto do dominio
da funcdo onde esta é continua, e converge para a media dos limites laterais, se este
ponto for um ponto de descontinuidade.

A Série de Fourier de um sinal f, 2L-periddico, pode ser reescrita em termos de
exponenciais complexas na forma

+ 00

F@= Y et (12)

n=-—oo

onde
1 L —inmx
Cn =ﬁf_Lf(x)e L dx,
paran = 0,+1, 12, .... Para tanto, note que da férmula de Euler,
e = cos@ +isino,

derivam as formulas complexas para as funcfes seno e cosseno

] eif 4 g~if . - eif 4+ o~if
cosf = —— sin = ————
2 2
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que permitem escrever
nnx+b . NmX (an+bn) @ (an bn) —irinx
(n COS— nSin—— = |—"+-)e > " 27)¢
Tomando
_1( .b)_lfL ( Tl7TX+,_nTL'X)d _ 1 (t ()—T;'ﬂd
Cn = 5(an —ibp) =77 _Lf(x) cos— isin— X =7 _foe X,

e observando que c_, = —cj,, conclui-se (12).

Sendo T = 2L, o periodo fundamental da funcdo periddica f, defini-se frequéncia
angular fundamental como o nimero w = 27” O espectro de frequéncia de f é definido

como par (nw, |c,|). A representacdo de sinais como uma superposicdo ponderada de
senoides complexas, ou seja, através das Series de Fourier, ndo somente leva a uma
expressdo util da saida do sistema como também fornece uma caracterizacdo criteriosa
dos sinais e sistemas (HAYKIN&VEEN, 2001).

3. CONSIDERACOES FINAIS

A articulacdo entre os conceitos matematicos e as aplicacdes na Engenharia deve
despertar, nos alunos de nivel médio/técnico, o interesse pelo ingresso no curso de
graduacdo em Engenharia e proporcionar a estes alunos uma visdo mais sistémica dos
problemas, motivando-os a pesquisa e a conclusdo do curso.

Além de todas estas vantagens, este estudo ainda facilita o trabalho de
entendimento, por parte dos alunos, das disciplinas iniciais do curso de Engenharia,
fundamentadas na Matematica e na Fisica. Geralmente, os alunos séo carentes de uma
formacdo basica mais apurada, o que pode ser suprido por este estudo, uma vez que no
decurso deste estudo, o aluno tem a oportunidade de rever e empregar contetdos ja
vistos no Ensino Médio e aprofunda-los nas aplicacbes ja citadas anteriormente,
construindo assim conceitos mais refinados e complexos a fim de descrever mais
formalmente os problemas de Engenharia ou até mesmo apresentar solu¢bes mais
consistentes. Por fim, isto proporciona também uma motivacdo ao aprendizado e uma
contribuicdo no combate a evaséo.

A perspectiva de continuidade deste trabalho € integrar uma andlise de
aproveitamento que os alunos participantes deste projeto obtiveram quando ingressarem
em cursos de Engenharia.
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LINKAGE BETWEEN MATHEMATICAL THEORY AND
SIGNAL THEORY TO MOTIVATE TECHNICAL EDUCATION
STUDENTS TO PURSUE ENGINEERING

Abstract: The main goal of this work consists of consolidating mathematical contents
studied in Technical Education, making a linkage with contents studied in higher
education, as well as the application of these contents to the resolution of real situations
present in signal analysis (continuous and periodic)in order to connect theory and
practice.
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Education, Motivation.
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