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Resumo: Este artigo tem como objetivo apresentar um relato de uma experiéncia com a
modelagem matematica no ensino de Geometria Analitica, na Engenharia Civil, buscando
ressaltar a importancia da modelagem como fator de motivacéo a aprendizagem significativa
de matematica nos cursos de Engenharia. Esta proposta foi executada como o projeto
“Conicas, Quadricas e as grandes obras” no primeiro periodo do curso, integralizando as
Atividades Praticas Supervisionadas (APS) que complementam a carga horaria das
disciplinas ofertadas na Universidade Tecnoldgica Federal do Parand (UTFPR), campus
Campo Mourdo. A metodologia utilizada foi modelar algebricamente, geometricamente e
computacionalmente as conicas e quadricas presentes em grandes obras da construgao civil
fazendo uso dos conceitos tedricos da Geometria Analitica e do software Maple.
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1. INTRODUCAO

Os calouros dos cursos de Engenharia enfrentam grandes dificuldades no inicio do curso
para acompanharem disciplinas basicas que envolvem Matematica e sdo requisitos
fundamentais das disciplinas especificas do seu curso, devido a falta de conhecimento sélido
em matematica e pelo fato deste suporte matematico ser apresentado isoladamente sem
vinculo com as disciplinas especificas ou com a realidade do futuro engenheiro.

Desta forma, disciplinas iniciais do curso, como Geometria Analitica e Calculo
Diferencial e Integral se tornam um fardo muito pesado sem aplicacdo imediata, tornando-se
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as principais responsaveis pelos altos indices de reprovacdo e até mesmo desisténcia do curso

Nnos semestres iniciais.

Por outro lado, a realidade enfrentada pelo docente também é muito complicada. Diante
da necessidade de trabalhar os varios assuntos tedricos apontados nas ementas das disciplinas
basicas, num espaco curto de tempo, muitas vezes ndo se encontra possibilidades de
apresentar na pratica estes conceitos matematicos, ndo contribuindo assim com o preparo do
aluno na resolucgéo de problemas que enfrentara em sua carreira como engenheiro.

Portanto, no presente artigo relataremos uma estratégia de ensino para Geometria
Analitica, mais precisamente para o estudo das quéadricas, aliada a modelagem matematica e
ao uso de tecnologias visando evidenciar a relagdo teoria versus prética.

2. O PROJETO “CONICAS, QUADRICAS E AS GRANDES OBRAS”

A carga horéaria das disciplinas ofertadas na UTFPR contempla uma porcentagem de
horas reservada para as APS. Estas atividades tém como objetivo complementar a formacéo
do graduando através da pesquisa orientada. Portanto, estas “horas extras” possibilitam aos
docentes uma maneira diversificada de incentivar a pesquisa teorica através de atividades
praticas.

2.1. Desenvolvimento do projeto

O projeto foi elaborado com o intuito de incentivar a modelagem geométrica, algébrica e
computacional das conicas e quadricas utilizadas em grandes obras.

O trabalho em equipe e a autoconfianca foram motivados pela proposta de criacdo de
grupos que definiriam qual obra da engenharia civil (brasileira ou ndo) seria modelada
algebricamente e computacionalmente fazendo uso do software Maple. Para (Biembengut,
2005), uma das vantagens do tema ser escolhido pelos alunos € o fato de eles se sentirem
participantes do processo.

Vérias obras foram escolhidas durante os semestres em que o Projeto foi proposto, dentre
estas podemos citar as pontes: Harbour Bridgey, em Sidney, Australia, Golden Gate Bridge,
na entrada da baia de Sdo Francisco, Califérnia, Estados Unidos e a ponte do Alamillo,
Sevilha, Espanha; os templos religiosos: igreja da Pampulha, Belo Horizonte, Minas Gerais
e a mesquita Domo da Rocha, no centro visual do Monte do Templo, em Jerusalém, Israel e;
obras nacionais importantissimas, como: o Maracand, no Rio de Janeiro, a Estufa das Trés
Abdbodas do Jardim Botéanico Fanchette Rischbieter, no Jardim Capanema, Curitiba, Parana;
o Palacio do Congresso Nacional e o Museu Nacional de Brasilia e 0 Museu Oscar
Niemayer, Curitiba.

Ap0s definir a obra a ser modelada, os alunos ficaram encarregados de pesquisar 0S
aspectos qualitativos (humanisticos): local, ano de inicio e tempo de construcdo, objetivo de
criagdo da obra, arquitetos e engenheiros responsaveis; e 0S  aspectos
quantitativos(matematicos): dimensdes da obra, curvas e superficies encontradas no esboco da
obra e o ponto referencial a ser adotado como origem do sistema tridimensional.

As orientacdes sobre o uso do software e a modelagem algébrica do esboco de cada obra
ocorreram no horério de atendimento, ofertado semanalmente na instituicéo.
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A motivacéo e o envolvimento dos alunos no projeto sdo alguns dos fatores que motivam

0 desenvolvimento deste trabalho. Outro fator motivacional € o amadurecimento matematico
que se percebe nos alunos quanto a representacdo tridimensional e a manipulacdo das
quadricas apds a execuc¢do do projeto.

2.2. Maple: o software utilizado no desenvolvimento do projeto

O Maple tem sido um aliado para os discentes de matemaética, pois possui recursos
para resolver calculos numéricos e algébricos, tem uma excelente visualizacdo grafica e pode
ser utilizado para programacdo matemaética.

A UTFPR possui a licenca e instalacdo do software e 0 mesmo encontra-se instalado
em todos os laboratorios de computacdo, o que facilita o uso pelos alunos. Mas, optamos por
este software ndo s6 por essa comodidade, mas principalmente por sua alta relacdo algébrica
e computacional: as representagdes gréficas tridimensionais sdo obtidas por meio de equacdes
algébricas. O aluno s6 obtém um grafico no Maple se souber expressa-lo algebricamente, e
este fato traz contribuicGes para o ensino de Geometria Analitica.

Para as representacdes graficas aqui citadas foram utilizados os pacotes de plotagem do
software: plots, plottools e geom3d. Alguns comandos bésicos também foram usados como:
implicitplot3d para plotagem de superficies descritas por equacdes implicitas; S:= para
armazenamento de uma superficie S descrita por uma equacdo, display(S1,S2,...,SN) para
plotagem conjunta de superficies armazenadas.

Em (CRUZ, 2008) e (MARIANI, 2005) sdo descritas todas as técnicas necessarias para
manipulacdo do software Maple.

2.3. Descricdo detalhada de um modelo: A Praca dos Trés Poderes e o Palécio do
Congresso Nacional

A Praca dos Trés Poderes e o0 Palacio do Congresso Nacional situados no Distrito Federal,
foram projetados por Oscar Niemeyer no final da década de 1950 e representaram um
movimento resoluto na Arquitetura Moderna Brasileira.

Figura 1: Corte Longitudinal do Projeto executado e Maquete da plataforma das cupulas.

Fonte:<http://mdc.arq.br/2009/03/09/congresso-nacional-da-documentacao-tecnica-a-obra-construida>
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Desta obra analisaremos somente o esbo¢o externo, o “involucro” da obra e

evidenciaremos 0os modelos matematicos para: o lago da praca central, a rampa de acesso, 0
prédio principal, a cupula invertida do Senado, a cUpula da Camara e os prédios anexos ao
Pal&cio.

Torres Anexas
Senado / Caimare

Rampa de acesso
Bt AT

Figura 2: A Praca dos Trés Poderes e o Palacio do Congresso Nacional
Fonte: <http://homosapiensbrazil.blogs.com.br/2010/10/eleicoes-2010-24-senadoresas-e-154.html>

Para modelagem utilizaremos: o eixo y, para demarcar o comprimento; 0 eixo X, a
largura; o eixo z, a altura; a origem do sistema estara situada sobre o ponto médio do véo
entre as duas cupulas (Senado e Camara) no teto do predio principal.

De acordo com as referéncias pesquisadas, o prédio principal possui 60 m de largura, 160
m de comprimento e 10 m de altura. Portanto, as equacGes abaixo modelam o teto e as paredes
do prédio principal:

Teto=m={z=10:—-30<x<30,—90<y <90} 1)
Parede dianteira= o= { x= 25 : =75<y <75, -7,5<z <0} (2)
Parede traseira= m3= {X=-25: —80<y <80, -7,5<z <0} (3)
Parede lateral direita = my/={y=75:- 25<x<25, -7,5<z <0} 4)
Parede lateral esquerda=mns={y=-75 :-25<x<25, -7,5<z <0} (5)
Terraco=ng={z =-7.5 : =27 <x <30,—80<y <80} (6)

Nas equacdes dos planos que constituem o prédio principal, foi acrescentada a variagao
sobre a varidvel fixa, para garantir a visualizacdo grafica. Por exemplo, a Equacdo (1) é
armazenada em Maple, do seguinte modo: teto:=implicitplot3d(z=0, x=-30..30,y=-90..90,z=-
2..10,style=patchnogrid,color="Gray”) .

Como podemos observar na Figura 3, ha no prédio principal uma sequéncia de colunas
espacadas igualmente em toda a fachada do prédio principal.
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Figura 3: Visualizacdo das colunas da fachada do prédio principal
Fonte: <http://v1.portalhoje.com/tag/congresso>

Para modelagem das colunas, também utilizaremos equacdes de planos. Cada uma das 17
colunas frontais de 10 m de altura é representada por uma juncdo de 03 planos, que
representam o plano frontal da coluna e suas laterais de largura de 2m e comprimento igual a
1m. Estas colunas s&o igualmente espacadas, portanto utilizaremos os seguintes conjuntos:

colunala={x=27:74 <y<75,-10 <z <0} (7)
colunalb={y=74:25 < x<27,-10 < z < 0} (8)
colunalc={y=75:25 < x<27,—10 < z < 0} 9)

Adotando um espacamento de 11 m entre as colunas, teremos:

coluna2a={x=27:62 < y<63,-10 <z < 0} (10)
coluna2b={y=62:25 < x<27,-10 <z < 0} (11)
coluna2c={y=63:25 < x<27,-10 < z < 0} (12)

A partir da 22 coluna utilizaremos um espacamento de 8 m entre elas e trabalharemos de
modo analogo até obtermos:

colunal6a={x=27:—64 < y<-63,-10 < z <0} (13)
colunaleb={y=-64:25 < x<27,-10 <z < 0} (14)
colunaléc={y=-63:25 < x<27,-10 < z < 0} (15)

A (ltima coluna esta afastada 10 m, ou seja:

colunal7a={x=27:-75 < y<-74,-10 < z < 0} (16)
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colunal7b={y=-75:25 < x<27,-10 < z <0} a7
colunal7c={y=-74:25 < x<27,-10 < z < 0} (18)

De forma simétrica, embora ndo visualizadas na foto anterior, disporemos atrds do prédio
principal, as mesmas 17 colunas, usando equacdes semelhantes com o valor de x simétrico.
Para acesso ao prédio principal temos trés passarelas contornando o lago. Duas destas
possuem 57 m de comprimento a frente das colunas do prédio principal, 25<x<82e8
metros de largura (variacdo em y) e sdo descritas pelas equagoes:
Passarela esquerda= m7={z =-10: 25 <x <82, —58<y <-50} (22)
Passarela direita= ng= {2 = -10: 25 <x <82,54<y <62} (23)

Ja a passarela a frente do lago, tem sua largura de 8 m, descrita em X, e seu comprimento
de 120 m em y, portanto sua equacéo ¢é dada por:

Passarela frontal= mo={z = -10: 82<x <90,—58<y <62} (24)

O lago de frente ao prédio principal é o plano contornado pelas passarelas, ou seja, é dado
pela equagéo:

Lago=mo={z =-10: 25 <x <82,-50<y < 54} (25)

A passarela de acesso aos prédios anexos estd sobre o prédio principal e possui 65 m de

comprimento (variando em x) e 8 m de largura (variando em y) disponibilizada a partir do

ponto P(-30,-30,0), ou seja, é descrita pela equacao:

Passarela de acesso=m,;={z = 0: -95 <x <-30,—30<y <-22} (26)

Os edificios das torres anexas do Palacio do Congresso Nacional, atras do prédio

principal, possuem 45m de comprimento, 12, 25m de largura, 100 m de altura e possuem 8 m
de afastamento. Portanto, sdo descritos pelas seguintes equacgdes:

Teto da Torrel=m,={z = 90: -95 <x <-50,—42,25<y <-30} 27

Lateral esquerda da Torre 1=m,3;={y = -42.25: -95 <x <-50,-10<z <90}  (28)

Lateral direita da Torre 1=m,,={y =-30: -95 <x <-50,-10<z < 90} (29)

Dianteira da Torre 1=m,s={x= -50: -42,25 <y <-30,-10<z < 90} (30)

Traseira da Torre 1=m,,={x=-95: -42,25 <y <-30,-10<z < 90} (31)

Procedimento analogo é utilizado para obtengéo da Torre 2.
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Em Maple, a Unica alteracdo nas equacdes (27) — (31) € uma limitacéo sobre a variavel

que define cada plano para tornar possivel a visualizacdo grafica. Por exemplo, na Equacao
(27) em Maple a variacdo de z é dada por: z=-20..110.

Observando frontalmente o paldcio podemos ver que ha passarelas de ligacdo entre as
torres e entre os tetos:

Figura 4: Visualizacao das passarelas de ligagéo entre as torres anexas.
Fonte:<http://v1.portalhoje.com/tag/congresso>

Estas passarelas de ligacdo serdo descritas por um conjunto de planos, a partir dos 30 m
de altura com espacamento de 2 m (entre as trés primeiras). Cada passarela terd: 2m de altura,
5 m de largura e 8 m de comprimento, dispostas entre as paredes laterais das torres.

Portanto, adotaremos: -75 <x <-70 (largura) e -30 <y <-22 (ligando as duas torres) e as
seguintes equacoes:

Ligacdoll={x=-70: -30 <y <-22,30<z <32} (32)
Ligacao21={x=-75:-30 <y <-22,30<z < 32} (33)
Pass1={z=32: -30 <y <-22,-75<x < 70} (34)

Procedendo de modo an&logo usaremos a variagdo 34<z < 36 para obtermos Ligagaol2,
Ligacdo 22 e 38< z < 40, para Ligacdol3, Ligacdo23. Para Pass2, usaremos z=36 e para
Pass3, z=40. J& para a passarela de ligacdo entre os tetos das torres anexas usaremos a
variacdo 88<z < 90 para Ligagaol4, Ligacao23 e z=90 para Pass4.

As rampas de acesso ao palacio, serdo modeladas matematicamente por equacdes de
planos.
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Rampa inicial

Figura 5: identificacdo das rampas do Palacio
< http://104-anos-deOscar-Niemeyer--veja-as-obras-do-arqui&classname=CMS.News >

Anexa a passarela frontal ha uma rampa “inicial” de 12m de comprimento (em y), 06 m
de largura (em x) e altura 2.5 (em z). Tridimensionalmente esssa rampa € constituida por um
plano inclinado.

Relembrando que, para a parede frontal do prédio principal temos: —80< y < 80 e; na
passarela lateral direita temos: 54<y <62.

Portanto, sabendo que ha 66 m de distancia entre a rampa “inicial” e a passarela lateral
direita do lago, teremos 54-66=-12, ou seja, na rampa “inicial” teremos as seguintes
variagoes: -24<y <-12, 76< x < 82; pois na passarela frontal tm-se 82<x <90, -10<z <-7,5,
pois a rampa inicial esta 7,5 m abaixo do nivel do teto do prédio principal.

Para modelarmos inicialmente essa rampa inicial usaremos trés pontos para obtermos a
equacdo do plano que a representa matematicamente: R11(82,-24,-10), R12(82,-12,-10) e
R13(76,-24,-7,5). Portanto se a parte inclinada da rampa inicial é dada pelo plano que contém
esses trés pontos, podemos obter esta equacdo utilizando P(x,y,z) um ponto qualquer da rampa
e calculando o produto misto:

x—82 y+24 z+10
(RI1P,RI1RI2,RI1RI3) = 0 12 0 =0 (35)
-6 0 2,5

A rampa de acesso ao prédio principal (R2) com 6 m de largura (em y), paralela ao
chéo e teto (ndo inclinada) esta anexa a rampa inicial na altura z = -7,5, ou seja, € modelada
pela equacdo z= -7,5 com as seguintes dimensdes: -/8<y <-12 e 27<x <76; com 49 metros
de comprimento.

R2 ={(x,y,—-7,5):27< x <76,-18< y < —12} (36)
Ainda a equacdo z= -7,5 modela a parte inicial da rampa de acesso ao teto do prédio
principal (R3), com as seguintes dimensdes: -24<y <-18 e 76<x <70.

Por fim, para modelarmos a rampa de acesso ao teto do prédio principal (R4), anexa a
rampa 3 e ao teto, basta utilizarmos como anteriormente o produto misto entre os vetores
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determinados pelos pontos: R41(70,-24,-7,5), e P(x,y,z), R42(30,-24,0), R43(70,-18,-7,5)
respectivamente.

x—70 y+24 z+75
R4:| —40 0 75 |=0 (37)
0 6 0

A clpula do Senado, sobre as galerias de publico do plenério, sera descrita como um
paraboloide de revolucdo, céncavo para cima, centrado no ponto P(0,-47,10), com 38m de
didmetro e aproximadamente 10m de altura.

Usando equacdo geral do paraboldide definida em (ANTON , 2001) e (STEINBRUCH,
1978) e sabendo que o centro é P(0,-47,10) , o raio é a= 19 e para z=0, a curva de nivel
associada € uma circunferéncia de raio 19, o senado pode ser modelado pela equacao:

(x = 0)? + (y +47)% = =2 (2 - 10) (38)

Quanto as delimitagdes da cupula do Senado, utilizaremos: -19< x < 19,—66 <y <
—28e0<2z<10.

Finalmente, a Camara é descrita aparentemente como um tronco de paraboldide circular
concavo para baixo, com 10 m de altura, 22 m de didmetro sobre o teto do prédio principal
(no nivel z=0) e 52 m de didmetro na parte superior (no nivel z=10).

Para determinarmos seu veértice V(Xo, Yo, Zo) € equacdo analisaremos a figura:

i

b
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[ 1Y
I||

i

-84 -56 -28

=
5]
e
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&4

=

Figura 6: Corte frontal (pelo plano x=0) no esboco grafico do Senado e da Camara.

Observe que, S,(0,-28,0)€S, S, € um ponto da fronteira de S, de maior distancia de seu
centro e sobre o eixo y. Logo, d(0,S,)=28 é distancia entre a origem O até o Senado sobre 0
eixo y localizado sobre o teto do prédio principal. Como consideramos anteriormente a
origem do sistema 0O(0,0,0) situado sobre o ponto médio do vao entre as duas cupulas
(Senado e Camara) no teto do prédio principal, concluimos que: se C é o conjunto de pontos
que descreve a Camara, entdo: C,(0,28,0)eC, d(0O,C,)=28, Cy é um ponto extremo da borda
circular (de diametro 22 m) do parabol6ide no plano z=0. Logo, C4(0,50,0)€C, d(C,,Co)=22.

Sendo a Céamara um paraboldide circular, analisando-a no nivel x=0, obtemos uma
parabola no plano yz, cujas raizes no plano z=0 (cujo didmetro € 22) sdo 0s pontos extremos
Co(0,28,0) e C4(0,50,0). Logo seu vertice estda num ponto médio, V(0,39,zp). Ou seja, a
equacéo do paraboldide circular, pode ser descrita como:
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(x-0)? | (y—39)*
xaz + yaz = c(z — zp) (39)

Substituindo o ponto Cy(0,28,0) na Equacdo (39) resulta:

112 = —ca®z, (40)
Portanto, a Equacdo (39) pode ser rescrita como:

(x—0)%2+ (y —39)? = ca’z + 112 (41)
Como no nivel z=10, o paraboléide circular tem didmetro 52 m, o ponto C,(0,13,10) € C.

Portanto, substituindo C,(0,13,10) na Equacéo (41) resulta:

2_442 2
ca2 =21 555, =1 __5qg (42)
10 (40) 55,5

Substituindo na Equacdo (39) os resultados obtido na Equacéo (42), os pontos da Camara
deverdo satisfazer a seguinte equagéo:

(x — 0)% + (y — 39)% = 55,5(z + 2.18) (43)

Portanto, modelamos a Camara como o tronco do parabol6ide circular concavo para
cima, de vertice V=(0,39, -2,18), de base inferior circular (com didametro 22 m) e base
superior circular (com didametro 52 m) , com as seguintes limitagdes: —26 < x < 26,
13<y<65e0<z<10.

Para uma melhor visualizacdo, utilizaremos também uma juncdo de planos na base do
Palacio, sem intersecdo (justaposicao) com os planos ja estabelecidos, obtendo assim a figura:

Figura 7 : representacdo via Maple do Palécio do Planalto Central.
Observa-se assim que planos paralelos aos planos ordenados, planos inclinados e

superficies quadricas como os paraboloides aqui apresentados foram suficientes para
modelagem matematica do Palacio do Planalto Central.
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3. CONSIDERACOES FINAIS

Nestes anos no magistério superior, esta foi uma das melhores experiéncias que
pudemos realizar. E se fosse necessario exprimirmos em uma sé palavra esta atividade, sem
sombra de duvida, a palavra que melhor a descreveria seria: envolvimento.

Do momento da escolha da obra até a apresentacdo em seminério, os alunos estiveram
envolvidos e motivados, pois estavam descrevendo atraves da algebra um objeto do mundo
real, palpavel.

Pudemos perceber um avanco significativo na compreensdo do espaco tridimensional e
da localizagdo de pontos. Os alunos puderam notar que a partir da localizag&o dos trés eixos e
do ponto referencial (a origem) de intersecdo destes, € possivel descrever a posicdo de
qualquer ponto no espaco.

Os assuntos ja explorados em provas anteriores (como planos) ficaram bem mais claros
a partir da pesquisa desenvolvida. Por exemplo, foi muito mais significativo na pesquisa 0 uso
de trés pontos para determinacdo da equacdo de um plano ou 0 uso de pontos de uma
parabola, do que nos exercicios classicos.

Quando ao estudo das quéadricas, o envolvimento foi também significativo: o aluno
percebeu a necessidade de trabalhar com quédricas ndo centradas na origem e mais ainda,
percebeu que em muitas situa¢des sdo exploradas somente “partes” da quadrica e que isso €
manipulavel, desde que se saiba explicitar os intervalos de variacdo para Xx,y,z. Nestes
aspectos, a disciplina veio a contribuir até com a iniciacdo ao Célculo 2, onde o aluno devera
ser capaz de manipular diferentes dominios de funcGes de vérias varidveis. Na modelagem do
Jardim Botanico também nos deparamos com a necessidade de manipular objetos descritos
em coordenadas polares, para que pudéssemos descrever setores elipticos. Ja na modelagem
do hotel Burj-Al-Arab (ndo descrito neste trabalho) foram usadas coordenadas polares e
coordenadas esféricas. Mais uma vez, contribuindo com a iniciagdo ao Célculo 2.

Enfim, o que ficou claro com esta experiéncia foi a grande necessidade que o aluno tem
de relacionar a disciplina a0 mundo real. E que a partir do momento em que nos professores
nos arriscamos e buscamos estabelecer esta relacdo, o ensino de assuntos tdo complexos,
como algebra e geometria, tornam-se muito mais significativo e a aprendizagem dos alunos
muito mais prazerosa.
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INSTRUCTIONS FOR THE PREPARATION AND SUBMISSION OF
PAPERS TO BE PUBLISHED IN THE PROCEEDINGS OF THE XLI
BRAZILIAN CONGRESS ON ENGINEERING EDUCATION

Abstract: This article aims to present an account of an experience with mathematical
modeling in teaching Analytical Geometry, Civil Engineering, seeking to emphasize the
importance of modeling as a motivating factor to meaningful learning of mathematics in
engineering courses. This proposal was implemented as the project "Conical, quadrics and
great works™ in the first sentence of the course after paying the Supervised Practice Activities
(APS) that complement the workload of disciplines offered at Federal Technological
University of Parana (UTFPR), campus field Mourao. The methodology used was to model
algebraically, geometrically and computationally conics and quadrics present in large civil
construction works making use of theoretical concepts of analytic geometry and the Maple
software.

Key-words: Analytic Geometry, Civil Engineering, Mathematical Modeling, Qadrics, Maple.
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